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íéñçéä áéùçúá úåòéøë éàå úåòéøë :'é ÷øô

äçðää .íéðîéñ ìù úæåøçî ,ïáåîë ,àéä úéðëåú ìë .éäùìë úåðëéú úôùá úåéðëåúá ïàë íé÷ñåò åðà 10.2510.2510.25
òåöéáù íéøîåà åðàùë .úøöåò àéä æàå úæåøçî àåäù ,èìô úðúåð àéäù ãò úòöáúî úéðëåú ìëù àéä
úéðëåúä òåöéá êìäîáù ïëúé ìáà ,úàæ úåùòì äáåúë úéðëåúäù àéä êëá åðúðååë èìô ïúåð úéðëåúä
.íéâåñ éðùî úåéðëåúá ïàë ïåãð åðà .íåéñìå èìô úàöåäì òéâé àì íìåòìå úéôåñðéà äàìåìì ñðëð òåöéáä
óìà ìù ÷åéãá π áåùéçì úéðëåú àéä úàæë úéðëåúì äîâåã .èì÷ ìë àìì úæåøçî áåùéçì úéðëåú .'à âåñ
äæáå 3.14 . . . úæåøçîä úñôãîá ñôãåú åà êñîä éáâ ìò òéôåú úàæ úéðëåú ìù äòåöéá íåúá .úåøôñ

.úéðëåúä òåöéá íééúñé
÷ø 'à âåñî úéðëåú åîë úìòåôä φ úéðëåú úàæ .úåæåøçîì úåæåøçîî äéö÷ðåô úáùçîä úéðëåú .'á âåñ
úøöééî úéðëåúäù èìôä .úæåøçî àåäù ψ èì÷ íéðëé ùîúùîäù êëì äëçî àéä òåöéáä úìçúä éðôìù
.ψ èì÷ä ìò úìòåô φ úéðëåúä øùàë ìá÷úîä èìôä úà output(φ, ψ) -á íéðîñî åðà .ψ èì÷á éåìú
,åäùìë èìô øöååéù éìáî óåñðéà ãò êéùîé íééåñî èì÷ øåáò úéðëåúä ìù äòåöéáù ïëúé åðøëæäù éôë

.øãâåî åðéà output(φ, ψ) æàå
äðåùä 'á âåñî χ úéðëåú ìò òéáöðù é"ò ,úåçðä åìàî äæ áìùá øåøá àì ,äøéúñì òéâäì äúò äñðð
,'á âåñî éäùìë úéðëåú φ éäú .äøéúñ ïáåîë äæå ,äîöòî äðåù äéäú àéä ïëìå 'á âåñî úåéðëåúä ìëî
χ íééåñî λ èì÷ øåáòù êë χ úà áåúëðù é"ò úàæ äùòð .φ-î äðåù äéäú χ-ù êëì âåàãì íéëéøö åðàå
øåçáì ,ïë íà ,åðéìò .output(χ, λ) 6= output(φ, λ) øîåìë ,äæ èì÷ì úðúåð φ-ù äæî äðåù èìô ïúú
øåçáì àéä øúåéá äèåùôä äøéçáäå ,φ ìù åæî äðåù äàöåú ïúú χ äøåáòù λ úæåøçî φ úéðëåú ìëì
úà òá÷ð êë .úæåøçî íâ àéä úéðëåú ìëù áì íéîù åðàùë ,úàæ λ úæåøçîë äîöò φ úéðëåúä úà
úæåøçî àåäù ,φ èì÷ ïúðéäá .äàáä úéðëåúä χ éäú ïëì .output(χ, φ) 6= output(φ, φ) -ù êë χ

íà .äúåà úåùòì òãåé øìééôîå÷ ìëù ä÷éãá úàæ .'á âåñî úéðëåú àéä φ íà ú÷ãåá χ úéðëåúä ,éäùìë
úòöáî χ úéðëåúä æà úéáåéç àéä äáåùúä íà .0 ìùîì ,åäùìë èìô úðúåð χ æà úéìéìù àéä äáåùúä
úà òåá÷ì øùôà ,ìùîì ,äæî äðåù èìô úðúåðå ìá÷úîä èìôä åäî äàåø ,φ èì÷ä ìò φ úéðëåúä úà
ìëìù êë 'á âåñî χ úéðëåú ìò åðòáöä êëá .äôåñá åäùìë åú úôñåúá output(φ, φ) úæåøçîë èìôä
ïåëð äæ 'á âåñî φ úéðëåú ìëì ïåëð äæù ïååéëî .output(χ, φ) 6= output(φ, φ) íéé÷ 'á âåñî φ úéðëåú

.äøéúñ ïáåîë úàæå ,output(χ, χ) 6= output(χ, χ) ïëìå ,äîöò χ-ì íâ
àéäå úåòè äìôð úîàá ïàë ?åðìù ïåòèá úåòè äðùéù åà úéèîúî äøéúñ çéëåäì åðçìöä íàä
,úàæ çéðäì äáéñ ìë åðì ïéàå ,èìô íéé÷ ãéîú æà φ èì÷ä ìò úìòôåî φ úéðëåúä øùàëù åðçðäù
òåöéáù ïååééëî ?íééúñî åðéà áåùéçäùë äøå÷ äî .íééúñî åðéà äæ áåùéçù úåøùôàä úîéé÷ éë
úåëçì êéùîé χ ìù òåöéáä φ èì÷ì èìôä úà úúì éãë φ úéðëåúä ìù èìôä úìá÷ì äëçî χ úéðëåúä
áåùéçä øùàë ÷ø output(χ, φ) 6= output(φ, φ) ïåéååùä éà íéé÷ ïëì .èìô ïúé àì íìåòìå óåñðéà ãò
-ùä éàù ïååéëî .íéøãâåî íðéà output(χ, φ) íâå output(φ, φ) íâ úøçàå íééúñî output(φ, φ) ìù
íìåòì output(χ, χ) ìù áåùéçäù øåøá ïëì ïåëð úåéäì ìåëé åðéà output(χ, χ) 6= output(χ, χ) ïåéåå

.éäùìë äøéúñ àìå úàæ äãáåò çéëåäì åðçìöäå ,íééúñî åðéà
χ-ù êëî òðîéäì àéä åðìù äøèîäå ,äðåëð äéäú àéäù éãë äøéúñä úçëåä úà ï÷úì äúò äñðð
úöåá÷ù çéðð åðà êë íùì .íééúñî åðéà äæ áåùéç øùàë output(φ, φ) úà áåùéç ìù úãåëìîì úñðëð
äçðää úà õîàðùë .äøéöòä úöåá÷äøéöòä úöåá÷äøéöòä úöåá÷ úàæ äöåá÷ì àø÷ð .äòéøë àéä íééúñî ïòåöéáù 'à âåñî úåéðëåúä
úöåá÷ ïëìå ,äðåëð äðéà äçðääù àåä äàøî äæù äî æàå ,äøéúñì òéâäìå äçëåää úà ï÷úì çéìöð úàæä

.äòéøë äðéà äøéöòä
åðà .éäùìë úæåøçî ψ-å 'á âåñî úéðëåú φ éäú .úåéðëåú ìò äàáä äìåòôì íé÷å÷æ åðà êë íùì
úàöì åðéìò êë íùì .ψ èì÷ä íò φ åîë ÷åéãá úìòåôä φψ-á äðîñðù 'à âåñî úéðëåú øåöéì íéöåø
íéôéñåî åðà ψ úæåøçîä úéðëåúä ìù x äðúùúîì ñðëåú úéðëåúä òåöéá éðôìù íå÷îáå φ úéðëåúä ïî
áìùä éøçà φψ ìù áåùéçä êìäî éë øåøá .ψ êøòä úà x äðúùîì úåðúåðä úåãå÷ô úéðëåúä úìéçúì
åìà íéáåùéç éðùù åàå ,ψ èì÷ä íò φ ìù áåùéçä êìäî ìù äæì ääæ x äðúùîá ψ êøòä úðéòè ìù
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φψ úæåøçîì ψ-å φ úåæåøçîä éúùî øáòîä .äàöåú äúåà íò íéîééúñî íäéðùù åà ,íéîééúñî íðéà
.áùçî é"ò òåöéáì ïúéðå øúåéá èåùô àåä

ïòåöéáù 'à âåñî úåéðëåúä úöåá÷ù íéçéðî åðà øùàë ,'á âåñî χ úéðëåúä úøãâäì äúò øåæçð
.'á âåñî úéðëåú àéä φ íà ú÷ãåá χ úéðëåúä ,éäùìë úæåøçî àåäù ,φ èì÷ ïúðéäá .äòéøë àéä íééúñî
ú÷ãåá χ úéðëåúä æà úéáåéç àéä äáåùúä íà .0 ìùîì ,åäùìë èìô úðúåð χ æà úéìéìù àéä äáåùúä íà
úéðëåúä òåöéá é"ò úéùòð äðéà úàæ ä÷éãá .àì åà íééúñî φ èì÷ä øåáò φ úéðëåúä ìù òåöéáä íà
,φφ úéðëåúä úøéöé é"ò úéùòð úàæ ä÷éãá .íééúñé àì χ òåöéá íâ æà íééúñé àì äæ òåöéá íà éë ,φ
åà íééúñî 'à âåñî úéðëåú ìù áåùéçä íà ú÷ãåáä úéðëåúä ìù äéìò äìòôäå ,'à âåñî úéðëåú àéäù
åðéà φ èì÷ä íò φ ìù áåùéçä íâù åðì òåãé æà íééúñî åðéà φφ ìù áåùéçäù àéä äáåùúä íà .àì
äìéòôî χ æà íééúñî φφ ìù áåùéçäù àéä äáåùúä íà .0 ìùîì ,åäùìë êøò ïúú χ æàå íééúñî
.φ èì÷ä ìò φ úìòôä ìù äàöåúä ïî ïëìå ,φφ ìù äàöåúä ïî äðåùä úæåøçî äàöåúë úðúåðå φφ úà
ïôåàá φ èì÷ä íò âäðúú χ 'á âåñî φ úéðëåú ìëìùå φ úæåøçî ìëì äàöåú ïúú àéäù χ úà åðéðá êë
ïî äðåù ïôåàá âäðúî χ èì÷ä íò χ ìù áåùéçäù ìá÷ð ,χ úà φ øåáò ç÷ð øùàë .φ úéðëåúä ïî äðåù

.äòéøë äðéà äøéöòää úöåá÷ù åðçëåä êë .äøéúñ ,ïáåîë ,àéä úàæå ,χ èì÷ä íò χ ìù áåùéçä
.íéñçéä áéùçúì áùçî úôùá úåéðëåúä ïî úåòéøëä éà úòôåú úà øéáòäì àéä äúò åðúøèî
úåæåøçî íò íéáåùéçá ÷åñòì íå÷îáù èéìçð äìéçú .êë ìò ì÷äì éãë íéãòö øôñî äùòð êë íùì
éðîéñ úîàúä é"ò ,úåàøì øùôà äéðî úá äôùá éë åðì øåøá .íééòáè íéøôñî íò íéáåùéçá ÷åñòð
úåàøì íéìåëé åðà íéèéá ìù úæåøçî ìëáå ,íéèéá ìù úæåøçî úæåøçî ìëá ,íéèéá ìù úåæåøçîì äôùä
,úåæåøçîì íéøôñîä ïîå íéøôñîì úåæåøçîä ïî ,íéðååëä éðùá íéøáòîä .íéàúîä éøðéáä øôñîä úà
áùçîá íéáúåë åðà øùàë .ìòåôá íåéë úàæ íéùåò íéáùçîäù éôë ,áùçî é"ò ì÷ðá òåöéáì íéðúéð
àåä íäî ãçà ìëáù ,íéèéá ìù úæåøçîë åðåøëéæá õáå÷ä úà øîåù áùçîä íäùìë íéååú ìù õáå÷
íéèéáä úæåøçî úà êôåäå øæåç áùçîä õáå÷ä úà áùçîä êñîá úåàøì íéöåø åðà øùàë .1 åà 0
øáòîå ,äúìéçúá 1 äøôñä úôñåä é"ò øôñîì íåâøúì úðúéð íéèéá ìù úæåøçî .íéååú ìù õáå÷ì
1 íéôéñåî åðà 0100110 íéèéáä úæåøçîî íéàöåé åðà íà ìùîì .åìù úéøðéáä äâöää úàæù øôñîì
êåôää øáòîä .38 øôñîä ìù úéøðéáä äâöää àéä úàæ úæåøçî .10100110 úæåøçîì íéøáåòå äúìéçúá
1-ä úà íéèéîùî ,10100110 àéäù úéøðéáä åúâöäì íéøáåò åðà 38 øôñîä ïåúð øùàë .èåùô àåä íâ
àéäù ,áùçî úéðëåú ìëì ñçééúäì íâ íéìåëé åðà ïëì .0100110 úæåøçîä úà íéìá÷îå äúìéçúáù

.éòáè øôñî ìàë ,íéååú ìù úæåøçî
ïä úåìáå÷îä úåôùäù ïååéëî ìáà ,úéìéò áùçî úôù ìë é"ò úåùòäì íéìåëé íéøôñîá íéáåùéç
áùçî úôùá åðìù íéëøöì ùîúùð ïëì .íéñçéä áéùçúá ïúìåòô úà øàúì êáåñî äæ ãåàî úåøéùò
.X0,X1, . . . íéðúùî ìù úéôåñðéà äøãñ äðùé úàæ äôùì .Basic ìù äôù úú àéäù øúåéá äèåùô

.k ≥ 1 -å íäùìë íééòáè íéøôñî íä k -å n ïäá øùà ,úåàáä ïä äôùä úåãå÷ô
.Xn-ì 1 óñåä .à
.Xn-î 1 øñçä .á

.úéðëåúá k øôñî äãå÷ô òåöéáì øåáò 0 àöîð Xn-á íà .â
.úéðëåúä òåöéá úà íééñ .ã

ìù äéö÷ðåô úáùçî φ úéðëåú .úåãå÷ô ìù ,äìòîå 1-î íéøôñîá ,úøôñåîî äøãñ úàæ úéðëåú
ãò X1 íéðúùîá åììä íéëøòä úà íéðòåè íéðåúð x1, . . . , xm íéëøò øåáò .êë íééòáè íéðúùî m

ïä åá øãñá úåòöáúî úéðëåúä úåãå÷ô .úéðëåúä úà íéìéòôî æàå ,0 íä íéðúùîä øúé éëøòå Xm
úéðëåúä òåöéá .úéðëåúá øçà íå÷îá êéùîäì äøåî àéäå 'â âåñî äãå÷ô úòöåáî ïë íà àìà ,úåáåúë
áåùéçì .X0 äðúùîá æà àöîðä øôñîä àéä áåùéçä úàöåúå ,'ã íåéñä úãå÷ô úòöáúî øùàë íééúñî

.äöéøä úìéçúá íéðúùîá øáã íéðòåè àì èì÷ àìì
íéáåùéçä ìë úà úåùòì äìåëé àéä éë úåàøäì äù÷ àì ìáà ãåàî äìã àéä úàæ áåùéç úôù
øùôàå ìôëå øåáéç äá áùçì øùôàù íéàøî úàæ úåàøäì éãë .ìéòé ïôåàá àì íà íâ ,íééøùôàä

.while âåñî úåìåòôå äéñøå÷ø äá ìéòôäì
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íééòáèä íéøôñîä äðáîá {0,S,u, ◦} äôùä é"ò úéðëåúä úìåòô øåàú ìù äìàùá ïåãð úòë
íéøôñî ìù ïäùìë úåøãñá íâ àìà íéããåá íéøôñîá ÷ø àì ìôèì ïúéð úàæ äôùá .N+ = 〈0, s, +, ·〉
íéøôñî ìù úåøãñ ïéôöäì øùôàù çéëåäì úìáå÷îä êøãä .íéøôñî ìù úåøãñ íéðéôöî íéøôñî øùàë
íéðåù íéøôñî íéàöîð áùçîä úöéø úìçúäáù ïååéëî .éðéñä úåéøàùä èôùîá úùîúùî íéøôñî é"ò
úããåá äãå÷ô ìù òåöéá éë äöéøä ìë êùîá øåøùì êéùîî äæ áöî æà íéðúùî ìù éôåñ øôñîá ÷ø 0-î
ïåúð äöéøä ìù íééåñî áìùá áùçîä ìù áöî ïëì .0-î äðåù êøò ìá÷ì ãçà äðúùîì ÷ø íåøâì ìåëé
åáéëøå ,íééúñä áåùéçä íà 0 øôñîäå ,òöáúäì úãîåòä äãå÷ôä øôñî àåä ïåùàøä åáéëøù âåæ é"ò
áöîä äæ øåàú éôì .0 åðéà åëøòù ïåøçàä äðúùîä ãò íéðúùîä éëøò ìù úéôåñä äøãñä àåä éðùä
àéä áùçîä ìù úîééúñî äöéø 〈1, 〈0, x1, . . . , xm〉〉 àåä x1, . . . , xm íéèì÷ íò ,áùçîä ìù éúìçúää
äãå÷ôä éôì åîãå÷î ìá÷úî äá øçà áöî ìë ,éúìçúää áöîä àåä äá ïåùàøä áöîäù íéáöî úøãñ
áöî íà ,ìùîì .y àéä áåùéçä úàöåúå 〈0, 〈y, . . .〉〉 äøåöäî áöî àåä äá ïåøçàä áöîäå ,úòöáúîä
àáä áöîä æà "Xn-ì 1 óñåä" àéä úéðëåúá k-ä äãå÷ôäå 〈k, 〈y0, y1, . . . , yn, . . .〉〉 àåä äöéøá íééåñî
úøãñ úà .íéøôñî úøãñå øôñî ìù âåæ àåä áùçîä ìù áöî êë .〈k+1, 〈y0, y1, . . . , yn+1, . . .〉〉 àåä
,2k+13l+15m+1 øôñîä é"ò âöééì øùôà 〈k, l, m〉 äøãñä úà ìùîì ,øôñî é"ò âöééì øùôà íéøôñîä
íéøôñîä âåæ úà úåàøì íéìåëé åðà 〈n, 〈k, l, m〉〉 áöîá ìùîì .íéøôñî âåæ áöîá úåàøì íéìåëé åðà ïëìå
ïúéð áöî ïëìå ,2p3q øôñîä é"ò ìùîì ,øôñî é"ò âåöééì ïúéð 〈p, q〉 íéøôñî âåæ 〈m, 2k+13l+15m+1〉
úðúéð àéä íâù íéøôñî úøãñ é"ò âåöééì úðúéð àéä ïëìå ,íéáöî úøãñ úàæ äöéø .øôñî é"ò âåöééì
øùôà úàæ ìë øåàì .øôñî é"ò âåöééì úðúéð áùçî úéðëåú ìë íâ ,ìéòì åðéàøù éôë .øôñî é"ò âåöééì

.x úéðëåúä ìù úîééúñî äöéø àéä y-ù "úøîåà"ä N+ úôùá ρ(x, y) äçñåð áåúëì
úéðëåúä ìù úîééúñî äöéø àéä y-ù "úøîåà" ρ(x, y)-ù íéøîåà åðà øùàë íéðååëúî åðà äî øéäáð
øôñî l-å úéðëåú ìù øôñî àåä k ííà N+ |= ρ[k, l] íéé÷ íäùìë k, l íéøôñîìù íéðååëúî åðà êëá .x
øôñî l-å úéðëåú ìù øôñî àåä k-ù ÷åñô é"ò íéøîåà åðà êéà .úéðëåú äúåà ìù úîééúñî äöéø ìù
ìëì .l-å k íä N+-á íäéëøòù íöò úåîùì íé÷å÷æ åðà êë íùì ?úéðëåú äúåà ìù úîééúñî äöéø ìù
ãåàî ì÷ .S éðîéñ m íò S(S(. . .S(0) . . .) íöòä íù úà )äáò ïôåâá úåàä äúåà) m-á ïîñð m øôñî
.N+(ρ(bfk, l)) = N∗(ρ)[k, l] äáöää èôùî éôì ïëì .N+(m) = m éë m ìò äéö÷åãðéàá ,úåàøì

.N+ |= ρ(k, l) ííà úéðëåú äúåà ìù úîééúñî äöéø ìù øôñî l-å úéðëåú ìù øôñî àåä k êë
äðéà N+ íééòáèä íéøôñîä äðáîá íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ .íéøôñîä úøåú úåòéøë éà 10.36íéøôñîä úøåú úåòéøë éà 10.36íéøôñîä úøåú úåòéøë éà 10.36

.äòéøë
íúéøåâìà íéé÷ù äàøðå N+-á éúéîà ïåúð ÷åñô íà äìàùä ìò äðåòä íúéøåâìà íéé÷ù çéðð .äçëåääçëåääçëåä
äøéöòä úìàù ìò äáåùúì íúéøåâìàä .äæë íúéøåâìà ïéàù åðì òåãéù ãåòá ,äøéöòä úééòá ìò äðåòä
àåä N+-á åëøòå ìéòì øãâåäù íöòä íù dk éäéå ,äúåà âöééîä k øôñîì øåáòð φ úéðëåú ïúðäá .êë äéäé
íà .N+-á éúéîà àåä íà äìàùä ìò äðåòä íúéøåâìàä úà åéìò ìéòôðå ,∃yρ(dk, y) ÷åñôá ïðåáúð .k
äî éôì .N+ |= ρ(dk, dl) ïëìå ,N+ |= ρ(dk, y)[l] -ù êë l øôñî íéé÷ù øîåà äæ úéáåéç àéä äáåùúä
àéä äáåùúä íà .úîééúñî φ úöéø ïëìå ,φ úéðëåúä ìù úîééúñî äöéø âöééî l øôñîä ρ ìò ìéòì øîàðù
äöéøä úà âöééîä øôñîä äéä l-å úîééúñî äúéä àéä åìéà éë ,úîééúñî äðéà φ ìù äöéøä æà úéìéìù

.íúéøåâìàä úáåùúì ãåâéðá ,N+ |= ∃yρ(dk, y) ïëìå N+ |= ρ[dk, dl] íéé÷ äéä úàæä úîééúñîä
ãòö äúò êìð .äòéøë àéä úéâåì íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ íà äìàùá àåä ïàë åðìù éæëøîä ïéðòä
χ1, . . . , χn íé÷åñô úöåá÷ øîåìë ,N+-ì úéøåâè÷ úéôåñ úåîåéñ÷à úëøòî äðùéù çéðð .äæ ïååëá ãçà
åðà χ1, . . . , χn íå÷îáù ïáåîë .N+-ì íééôøåîåæéàä íéðáîä ÷åéãá íä N+ úôùá äìù íéìãåîäù
íééôøåîåæéàä íéðáîä ÷åéãá íä N+ úôùá χ ìù íéìãåîä æàå χ íäìù íåîéâä úà úç÷ì íéìåëé
ïáåîë æà |= χ → φ íà .|= χ → φ ííà N+-á éúéîà àåä φ ÷åñô úàæ äçðäá éë äàøð .N+-ì
éë çéëåäì éãë .N+ |= φ éë çéðð ,éðùä ïååëá .N+ |= φ ïëì N+ |= χ -ù ïååéëîå ,N+ |= χ → φ

ïååéëî æà A |= χ íà .A |= φ æà A |= χ íà N∗ úôùá A äðáî ìëì éë úåàøäì åðéìò |= χ → φ

øåàì .A |= φ íâ íéé÷ N+ |= φ -ù ïååéëîå ,N+-ì éôøåîåæéà A N+-ì úéøåâè÷ äîåéñ÷à χ-ù
úöåá÷ íâ æà äòéøë äúéä úéâåì íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ åìéà éë ÷éñäì íéìåëé åðà åðéàøù äî
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äìàùä ìò úåðòì ÷ø êéøö N+ |= φ íà úòãì éãë éë ,äòéøë äúéä N+ äðáîá íééúéîàä íé÷åñôä
úéôåñ úåîåéñ÷à úëøòî úîéé÷ù çéðäì äáéñ ìë åðì ïéàù àéä åðìá÷ù äî íò äééòáä .|= χ → φ íà
åðéùòù äî ,úàæ íò .úàæë úåîåéñ÷à úëøòî úîéé÷ àì úîàáù äàøð åìéôà êùîäáå ,N+-ì úéøåâè÷
ùôçì åðéìòù øøáúî .úéâåì íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ù çëååäì éãë úåùòì åðéìò äî åðúåà êéøãî
äæì äæ íééôøåîåæéà íðéàù íéìãåî äì ùé éë úéøåâè÷ äðéà íðîàù χ1, . . . , χn úéôåñ íé÷åñô úöåá÷
A ìò åðòèù äîì äîåã åäùî íäéáâì ïåòèì äéäé øùôàù éãë äæì äæ íéîåã ÷éôñî íä åìà íéìãåî ìáà
íéáåùç íéèáéä áèéä øàúì äëéøö N+-ì úéøåâè÷ äðéàù úåøîì ,úàæë íé÷åñô úöåá÷ .ìéòì N+-å
P1–P7 íé÷åñôä .åìàë íéèáéä íéøàúîäå N+-á íééúéîà íäù íé÷åñôá äúò ïðåáúð ïëì .N+ ìù

.åðàéô úåîåéñ÷àåðàéô úåîåéñ÷àåðàéô úåîåéñ÷à íéàø÷ð äúò àéáðù
P1 ∀x(0 6≈ S(x)) á÷åò åðéà 0
P2 ∀x∀y(S(x) ≈ S(y) → x ≈ y) úéëøò ãç ãç á÷åòä úéö÷ðåô
P3 ∀x1 . . .∀xn(φ(0) ∧ ∀x(φ(x) → φ(S(x)) → ∀xφ(x)) äéö÷åãðéàä úîåéñ÷à úîéëñ
P4 ∀x(x u 0 ≈ x) øåáéçä ìù úéáéñøå÷ø äøãâä
P5 ∀x∀y(∀x∀y(x u S(x) ≈ S(x u y))
P6 ∀x(x ◦ 0 ≈ 0) ìôëä ìù úéáéñøå÷ø äøãâä
P7 ∀x∀y(x ◦ S(y) ≈ x ◦ y u x)
åðà ïàë .úéøéáçú úåàø úãå÷ðî äá ïðåáúð äìéçú .äéö÷åãðéàä úîåéñ÷à úîéëñ úà äúò øéáñð
φ äçñåðä éë ,íé÷åñô ìù úéôåñéà äöåá÷ àìà ããåá ÷åñô äðéà úàæ äîåéñ÷à éë äîéëñ ìò íéøáãî
úîåéñ÷à æà S(x) 6≈ x ÷åñôä àéä φ íà ,ìùîì .äôùä ìù úåàçñåðä ìë ìò "úøáåò" úàæ äîéëñá

àéä äîéàúîä äéö÷åãðéàä
S(0) 6≈ 0 ∧ (∀x(S(x) 6≈ x) → S(S(x)) 6≈ S(x))

àéä äîéàúîä äéö÷åãðéàä úîåéñ÷à æà x u x ≈ x ◦ x ÷åñôä àéä φ íàå
0 u 0 ≈ 0 ◦ 0 ∧ ∀x(x u x ≈ x ◦ x → S(x) u S(x) ≈ S(x) ◦ S(x)) → ∀x(x u x ≈ x ◦ x)
íééùôåç íéðúùî ïéà φ äçñåðì íà ?äéö÷åãðéàä úîåéñ÷à úîéëñá ∀x1 . . . ∀xn ìù úåòîùîä éäî
íéúîëá êøåö åðì ïéàå ÷åñô àéä äîéàúîä P3 äçñåðä æà ,äúò äæ åðéàøù úåàîâåãá åîë ,x-ì èøô
êøåö ùé x ìò óñåðá íééùôåç íéðúùî φ-ì ùé íà ,úàæ úîåòì .∀x1 . . .∀xn -á n = 0 øîåìë ,íéôñåð
.x-î íéðåùä φ ìù íééùôåçä íéðúùîä úà íéðîñî x1, . . . , xn P3-áå ,÷åñô ìá÷ì éãë íäéìò úîëì
÷åñô ïëìå y àåä x ìò óñåðä φ ìù éùôåçä äðúùîä æà x ≈ 0 ∨ y u x 6≈ y äçñåðä àéä φ íà ,ìùîì

àåä íéàúîä äéö÷åãðéàä
∀y(0 ≈ 0 ∨ y u 0 6≈ y ∧ ∀x((x ≈ 0 ∨ y u x 6≈ y) → (S(xx) ≈ 0 ∨ y u S(x) 6≈ y)) →

∀x(x ≈ 0 ∨ y u x 6≈ y))
äðáåîá ,äéö÷åãðéàäù äî .äúåòîùî ìù úåàøä úãåðî äéö÷åãðéàä úîåéñ÷à úîéëñá ïðåáúð úòë
íà n ìëì íàå ,0 ∈ W íà ω ìù W äöåá÷ úú ìëìù àåä N+ äðáîä ìò úøîåà ,ìáå÷îä éèîúîä
áéùçú ìù äôùäù àéä äééòáä .W = ω øîåìë ,n ∈ W n ìëì æà n + 1 ∈ W íâ æà n ∈ W

úåöåá÷ä ìò ÷ø àìà ω-ì úåé÷ìçä úåöåá÷ä ìë ìò øáãì åðì úøùôàî äðéà ïåùàø øãñî íéñçéä
úà N+ äðáîá íéîéé÷îä n íéøôñîä ìë úöåá÷ àéäù ,Wφ,s = {n ∈ ω | N+ |= φ

[
s
(x
n

)]} äøåöäî
φ äçñåðì íéàúîä P3 ìù äø÷îä .x-î íéðåùä íéðúùîì úðúåð s äîùääù íéëøòä øåáò φ äçñåðä
äãéîá äùìç àéä P3 êë .s úåîùää ìë íòå úàæ φ íò Wφ,s úåöåá÷ä ìëì äéö÷åãðéàä úðòè úà òéáî
,ω-ì úåé÷ìçä W úåöåá÷ä ìë ìò úøáãî úéèîúîä äéö÷åãðéàä .úéèîúîä äéö÷åãðéàä ïî úéúåòîùî
úåöåá÷ä øôñîå Wφ,s úåöåá÷ä ìò ÷ø úøáãî P3 åìéàå ,äééðî ïá åðéà åììä úåöåá÷ä øôñî òåãéëå
x1, . . . , xn íééùôåç íéðúùî n íò φ äçñåð ìëìå ,äéðî ïá àåä φ úåàçñåðä øôñî éë ,äéðî ïá àåä åììä
øôñî s(1), . . . , s(n) ∈ ω -ù ïååéëîå ,

(
x1

s(1)
...
...

xn

s(n)

)
àåä s äîùää ìù éúåòîùîä ÷ìçä x-ì èøô

äàøð äéö÷åãðéàì ñçéá P3 ìù úàæ äùìåç ìù äëìùää úà .äééðî ïá àåä íâ äæ ÷ìçì úåéåøùôàä
.éðù øãñî íéñçéä áéùçúá ïåãð øùàë øúåé øçåàî

,á÷åòä úìåòô àéä s-ù ïëéä ,〈ω, 0, s〉 äðáîä N éäé .à .íééòáèä íéøôñîä ìù ïåëéùä éèôùî 10.21íééòáèä íéøôñîä ìù ïåëéùä éèôùî 10.21íééòáèä íéøôñîä ìù ïåëéùä éèôùî 10.21
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íééòáèä íéøôñîä äðáî ìù H ãéçé ïåëéù íéé÷ Γ ìù A ìãåî ìëì .P2-å P1 íé÷åñôä úöåá÷ Γ éäúå
.A êåúì N

íéøôñîä äðáî ìù H ãéçé ïåëéù íéé÷ Γ+ ìù A ìãåî ìëì P1,P2,P4–P7 íé÷åñôä úöåá÷ Γ+ éäú .á
.A êåúì N+ íééòáèä

.øôñá 10.21 óéòñá úàöîð äçëåää
íéøôñîä äðáî ìù ãéçé ïåëéù åðùé 'á10.21 éôì .Γ+ ìù A ìãåîá äøå÷ù äî ìò äúò ïðåáúð
äðáî àåä A æà A êåúá åúðåîú íò N+ úà úåäæì íéìåëé åðàù ïååéëî .A êåúì N+ íééòáèä
àø÷ð .íéôñåð íéîöò ãåò éìåàå ,íäìù ìôëäå øåáéçä ,á÷åòä úåìåòô ìò ,íééòáèä íéøôñîä úà ììåëä
íéôñåðä íéøáéàäå íééòáèä íéøôñîä ïî åàá Γ+ úåîåéñ÷àä éë ,íéæçúîíéæçúîíéæçúî íùá åìà íéôñåð íéîöòì
íéøôñîä .íééòáè íéøôñî àì íä ìáà íééòáèä íéøôñîä åîë äáåøî äãéîá íéâäðúî A-á íäéìò
åìà íöò úåîù ïîñð .0, 1,S(S(0)),S(S(S(0))), . . . íöòä úåîù ìù íéëøòä íä A-á íééòáèä
úåàá íéðîñî åðà åäùìë éòáè øôñîì íéàúîä ïøôéñä úàå ,íéðøôéñíéðøôéñíéðøôéñ íäì àø÷ðå 0, 1, 2, 3, . . . -á
ïîñð ,åéðôì S éðîéñ k íò 0 àåäù ,k-ì íéàúîä ïøôñä êë .äáò ïôåâá ìáà øôñîä úà úðîñîä
åîë úåàöåú ïúåà ìá÷ìå íééòáèä íéøôñîá ïåáùçä úåìåòô úà òöáì íéìåëé åðà A-á íâù äàøð .k-á

,P5 éôì ,íéìá÷î åðà .3 + 2 úà áùçð ,ìùîì .N+-á
3 + 2 = S(S(S(0))) u S(S(0)) ≈ S(S(S(S(0))) u S(0))
≈ S(S(S(S(S(0))) u 0)) P5 éôì áåùå
≈ S(S(S(S(S(0))))) = 5 P4 éôìå
éë l ìò äéö÷åãðéàá ,çéëåäì øùôà k + l = m -ù êë k, l, m íéøôñî äùåìù ìëì ,ïôåà åúåàá
,úàæ úîåòì .úåéðåáùç úåãáåò ïä åìà .Γ+ |= k u l ≈ m íâ ,ïáåîë ,ïëìå ,Γ+ |= k u l ≈ m
úéðåáùç äãáåò òéáî åðéà äæ ÷åñô .∀x∀y(xu y ≈ yu x) ÷åñôä úà úøøåâ äðéà Γ+ éë úåàøì øùôà
éøùôà äæ ãöéë .íéøôñîä ìë ìò àìà íéîééåñî íéøôñî ìò øáãî åðéà éë úéììë úéèîúî äãáåò àìà
éë ,éôåìéç àåä øåáéçä íééòáèì éôøåîïæéàä A ìù ÷ìçá ?Γ+ ìù A ìãåîá éôåìéç äéäé àì øåáéçäù
úðåîúì õåçî àåäù A ìù ÷ìçá íìåà ,H(k) + H(l) = H(k + l) = H(l + k) = H(l) + H(k)

.éôåìéç äéäé øåáéçäù äáéñ íåù ïéà íééòáèä
.Γ+ ìù åæî äî úãéîá ä÷æç àéäù úåðåáùç ìù úëøòîì íé÷å÷æ åðà áùçî ìù äöéøá ìôèì éãë
íé÷åñôä úôñåúá Γ+ àéäù Γ+,< íé÷åñôä úöåá÷á øçáðå≺ øãñä ñçé ïîéñ úà äôùì óéñåð êë íùì
<1 ∀x¬(x ≺ 0) .íéàáä
<2 ∀x∀y(x ≺ S(y) ↔ (x ≺ y ∨ x ≈ y))
<3 ∀x∀y(x ≺ y ∨ x ≈ y ∨ y ≺ x)

.Γ+< ìù íé÷åñôä úòùú ìù íåîéâä úà γ-á ïîñð
k íà éë ìéòì åðéàø .> øãñä ñçé úôñåúá N+ íééòáèä íéøôñîä äðáî úà N+,< -á ïîñð
íâù éàãååáå ,N+ |= ρ(k, l) æà úéðëåú äúåà ìù úîééúñî äöéø ìù øôñî l-å úéðëåú ìù øôñî àåä
÷åøô äæ úùøåã àéäù äî ìë éë àãéøâ úéðåáùç ä÷éãá àéä úàæ äãáåò ìù ä÷éãáä .N+,< |= ρ(k, l)
Γ+,< ìù ìãåî ìëá úåùòéäì úðúéð úàæ ä÷éãá ïëì .ùøãðð íä åìà íéáéëø íà ä÷éãáå íäéáéëøì l-å k

àáåä ïàëå ,íéèøôì øúåé äáøä ñðëäì êéøö úàæ äðòè ìù äàìî äçëåä úúì éãë .Γ+,< |= ρ(k, l) ïëìå
åðéàøù äî éôì ,íâ .Γ+,< |= ∃yρ(k, y) íâ ïáåîë íéé÷ Γ+,< |= ρ(k, l) -ù ïååéëî .äçëåää ïåéòø ÷ø
ïëìå ,N+,< |= ρ(k, y)[l] -ù êë l øôñî ïéà æà úøöòð äðéà k äøôñîù úéðëåúä ìù äöéøä íà ,ìéòì
.Γ+,< |= ∃yρ(k, y) íéé÷ àì ïëì ,Γ+,< ìù íéìãåîä ãçà àåä N+,>-ù ïååéëîå ,N+,< |= ¬∃yρ(k, y)
àåä γ-ù ïååéëîå ,Γ+,< |= ∃yρ(k, y) ííà íééúñî äáåùéçù úéðëåú ìù øôñî àåä k éë åðéàø êë

.úéâåì éúéîà γ → ∃yρ(k, y) ÷åñôä ííà íéé÷ äæ Γ+,< é÷åñô ìù íåîéâä
éùéà òåá÷ úåçôì äìéëîä ïåùàø øãñî íéñçéä áéùçú ìù äôù L éäú .(Church) 'õø'ö èôùî 11.1.3'õø'ö èôùî 11.1.3'õø'ö èôùî 11.1.3
úöåá÷ .ãçà éîå÷î åã ñçé òåá÷å íééîå÷î åã äìåòô éòåá÷ éðù ,ãçà éîå÷î ãç äìåòô òåá÷ ,ãçà

.äòéøë äðéà L-á úéâåì íééúéîàä íé÷åñôä
àéä äøéöòä úöåá÷ íâù çéëåðå äòéøë àéä L äôùá úéâåì íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ù çéðð .äçëåääçëåääçëåä
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ïúðéäá .Γ+,< íé÷åñôä úöåá÷ì íéùåøãä íéòåá÷ä ìë úà ùé L-ì .åðçëåäù äîì ãåâéðá ,äòéøë
÷åñôì æàå ,äìù k øôñîì φ-î íéøáåò åðà .àì åà úøöòð àéä íà ÷åãáì íéöåø åðà φ úéðëåú
úéâåì éúéîà àåä ÷åñô íà ÷ãåáä íúéøåâìàä úà íéìéòôî åðà äæä ÷åñôä ìò .γ → ∃yρ(k, y)
äìàùì äáåùúä ïëì ,úøöòð φ úéðëåúä ííà úéâåì éúéîà àåä äæ ÷åñô éë ìéòì åðéàøù ïååéëî .àì åà

.úøöòð φ úéðëåúä íà äìàùä ìò íâ äðåò úéâåì éúéîà àåä äæ ÷åñô íà
íéàðúä øçà úàìîîä äôùá úéâåì íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ì ÷ø úîéé÷ äðéà úåòéøëä éà úðåëú
éðù åà ãçà éîå÷î åã äìåòô åà ñçé òåá÷ úåçôì äìéëîä íéñçéä áéùçú ìù äôù ìëì àìà 11.1.3 ìù
úçëåä .ä÷éèîúîä ìù íéôðò çåúéôì úåøéùò ÷éôñî ïäù úåôùä ïä åìà .íééîå÷î ãç äìåòô éòåá÷
úåôùá ,úàæ úîåòì .11.1.3 ìò úëîúñî åìà úåôùá úéâåì íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ ìù úåòéøëä éà

.äòéøë àéä úéâåì íééúéîàä íé÷åñôä úöåá÷ íééîå÷î ãç ñçé éðîéñ ÷ø äìéëîä äôù ïåâë ,úåìã


